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imendlich kleine Schwingungen einer inkompressiblen kugel- 
förmigen Flüssigkeitsmasse, deren einzelne Teilchen sich 
nach dem Newton’schen Gravitationsgesetze anziehen. 
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Die einzelnen Teilchen einer aus einer inkompressiblen Flflssigkeits- 
masse bestehenden Kugel vom Radius 9t, die nicht der Schwere unter- 
worfen ist, sollen sich nach dem Newton’schen Gesetze anziehen. Es 
soll die Flüssigkeit in unendlich kleine Schwingungen versetzt und deren 
Differential- und Integralgleichungen aufgestellt werden. 



1. Aufstellung der Differentialgleichungen. 

Die hydrodynamischen Gleichungen von Lagrange und Euler 
lassen sich in den allgemeinsten Fällen nicht integrieren. Um aber in 
einem besonderen Falle eine Integration derselben zu ermöglichen, muss 
man entweder sehr spezielle Annahmen machen, oder man bedient sich 
sehr vorteilhaft des Unendlichkleinen. Dieser letztere Weg soll auch in 
der Entwicklung des vorliegenden Problems cingeschlagen werden. 

Geht man von den Lagrange’schen Differentialgleichungen aus 
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(worin JZ den Quotient aus Druck und Dichtigkeit und V das Potential 
der wirkenden Kräfte bezeichnet, was ja auch in dem vorliegenden Falle 
in der That existiert, da sich die einzelnen Teilchen der Flüssigkeit nach 
dem Newton’schen Gesetze anziehen) und setzt darin 

I ® = a + $ 
y= b+t) 
z = c + S 



Digitized by v^ooQle 




2 



wo | j 7 £ unendlich kleine Grössen erster Ordnung bedeuten, so gehen 
die Gleichungen (1) durch diese Substitution aber in 



/ö l £ 


i 

«so 
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1 dt 2 


8o 


Ja**? 


8 ( 7 — JZ) 


\ dt 2 


~ 86 


dX 


8 ( 7 — JZ) 


I 8< a 


de 



fro(>ei eher unendlich kleine Grössen 2. Ordnung vernachlässigt worden 
sind« Ebenso vereinfacht sich die Kontinuitätsgleichung sehr wesentlich, 
indem sie sich nur auf 



( 4 ) 



öS dy 

da ‘ 8 b 



öS 

de 



= 0 



reduziert. Differentiert man. nun die Gleichungen ( 3 ) bezüglich nach 
a, b, c und Gleichung ( 4 ) zweimal nach t, so erhält man durch Ver- 
gleichung der beiden alsdann entstehenden Gleichungen 

Q\v-n) , d\v-n) , d\v-n)_ n 

da 2 + 8 b 2 T" de 2 ~ 



und hieraus direkt, wenn man allgemein 



d 2 G . d 2 0 
da 2 8 b 2 



8 a G 
8c a 



= JG 



setzt, die Relation 

( 5 ) j(V—n) = JV—jn=o 

Hierin ist aber 

n=r- 

6 



wo p den Druck und e die Dichtigkeit bezeichnet Da aber im Fall 
einer inkompressiblen Flüssigkeit die Dichtigkeit konstant ist und ohn 
der Allgemeinheit zu schaden gleich 1 gesetzt werden kann, so geh 
Gleichung (ö) aber in 

( 6 ) 4V — Jp — O 

Streng genommen hätte man nun far 7 in jedem Augenblick da 
Pontential der Flüssigkeitsmasse in Bezug auf den betrachteten Punh 
aufzustellen. Macht man aber zunächst die Ueberlegung, dass di 
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Schwingungen im Verhältnis zum Radius der Kugel unendlich . klein 
sind, also die jedesmalige Form der Flüssigkeitsmasse nur unendlich 
wenig von der Kugelgestalt (Laplace’sches Sphäroid Fig. I.) abweichen 
wird, so kann man auch ohne weiteren Fehler obiges Potential durch 
das der Kugel auf einen ihrer Punkte ersetzen. In diesem Falle wäre 
alsdann 

F=26jr(9t a — r 2 ) 

worin 91 den Radius der Kugel, r die Entfernung des betrachteten 
Punktes vom Mittelpunkt der Kugel und e das Produkt aus der Dich- 
tigkeit und der Stärke der Anziehung in der Einheit der Entfernung 
bedeutet. Geht man nun aber in dieser Betrachtung noch weiter und 
erwägt, dass die schwingende Bewegung sich nur äusserst wenig in das 
Innere der Flflssigkeitsmasse übertragen wird, also nur auf eine sehr 
dünne Oberflächenschicht beschränkt bleiben wird, so kann man auch 
annebmen, dass die Anziehung der alsdann annähernd unbewegt bleiben- 
den Flüssigkeitskugel auf einen Punkt P der schwingenden Schicht vom 
Mittelpunkt ausgehe. Unter dieser Annahme hat man alsdann 



F=i- C7 r9t»-L 

3 r 



zu setzen, wobei 



r=W+6 a +c a 

Mithin wird das Potential für einen unendlich benachbarten Punkt 
mit den Koordinaten a-f|, b + rj, c + £ 

y — A V. — 

3 y'(a + & + (b + r,y + (c+C)> 

Entwickelt man nun die Grösse 

1 



' / ~(a+?) i + (b + r l y+(c+W 

n&ch dem Mac-Laurin’schen Satz für Funktionen mit drei unabhängigen 
Variablen, nach welchem 

| f(pe, y, z) — Jto, 0, 0) + xF x(0, 0, 0) yFy(0, 0, 0) + zFz(0, 0, 0) + 

und berücksichtigt nur die Glieder erster Potenz in £ r] £, so ergibt sich 

l 1 

V'a^+b^ 



W+P+c* 



9 (a| + &j? + c£) 
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Hierdurch geht das Potential V aber in 
(7) 

Nimmt man an, dass an der Oberfläche der Flflssigkeit ein konstanter 
Druck P herrsche, und bildet die Funktion 

F= V — p + P — Tr en^R 2 

ö 

= 4 ctSB * j ~i' a 4i’+S ( ' 4+h,+e9 l 

— P + P — y mW 

so geht diese Funktion F für die Oberfläche der Flflssigkeit, an welcher 
p = P und V'” a a 4-i J 4-c a = $R 

Aber in 

(9) F=— ycnr(a§+&r/+c0 



wobei der horizontale Strich immer den Wert einer Funktion für die 
Oberfläche angeben soll. Aus Gleichung (6) und (8) ergibt sich für F 
die Bedingung 

(10) JF=0 

Differentiert man Gleichung (9) zweimal nach t, so resultiert die 
Relation 



9 2 F 
Qt 2 




a 



a 2 l 

dt 1 




+ c 



dt 1 ) 



oder mit Berücksichtigung der Gleichungen (3) 



( 11 ) 



d 3 F_ 

dt 1 




a 





dF\ 
de ) 



2. Integration der Differentialgleichnngen. 

Da die hier auftretenden Differentialgleichungen linear sind, so kann 
man sich eine partikulare Lösung der Gleichungen (3) suchen, indem 
man F in zwei Faktoren zerlegt derart, dass 

(12) F=U.t 




5 



wobei % nur von der Zeit, U dagegen nur von den räumlichen Koor- 
dinaten abbängen soll. Durch diese Substitution geht Gleichung (10) 
Aber in 

(13) JU= 0 

and Gleichung (11) in 




oder mit TJx dividiert 



(14) 



1 dH 

7ÜP 



4 1 

Y £7I V 



( 



„ 8U , L QU , 

a 8T + 6 ^r + 



8b 



c 



8 U\ 
8c ) 



Da x nur von t und U nur von a, b, c abhängt, so folgt aus der 
Form von Gleichung (14), da«, b, c und t von einander unabhängig sind, 
dass beide Seiten notwendiger Weise einer Konstanten etwa — x a gleich 
sein müssen. Hierbei ist zu beachten, dass die Konstante negativ sein 
muss, damit x eine periodische Funktion der Zeit werde. Setzt man 
also 



(15) 



1 dH 

x dP 
dH 

dP ~ 



— yp 



ypx 



so hat diese Differentialgleichung die beiden partikularen Lösungen 

Ti=sin vi 
Xi = cos yd 



so dass also t die Periode 
(16) T = — 

x 



bat. Aus diesen beiden partikularen Lösungen ergibt sich dann das all- 
gemeine Integral 

(17) x = Acos-jr+ Brn-jr 

vo A und B in Bezug auf t konstant sind, wohl aber noch Funktionen 
U enthalten können und somit noch von a, b, c abhängen können. 
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Die aufgestellte Funktion U hat nunmehr den beiden Bedingungen 
zu genügen 

JU= 0 



und an der Oberfläche, wie aus Gleichung (14) hervorgeht 
flgl 277 4 ( 8 U j 8 U , dÜ\ 



Um eine weitere Behandlung der Gleichungen (13) und (18) zu 
ermöglichen ist es zweckmässig, dieselben im Hinblick auf das vorlie- 
gende Problem auf Polarkoordinaten zu transformieren. 



Transformation von JU. 



Um den Ausdruck 



tfU.tfU.&U 

8® J Qyi i" 



auf Polarkoordinaten zu transformieren, setze man 

x = rsin 8 cos p 
y — r sin8sin p 
z = r cos8 

woraus dann 

i da: — sin 8 cos cpdr r cos p cos 8(18 — r sin 8 sin pdp 
ß \ ßy — sin8sin qod»’-prcos8sin pd&-\- 7' sind- cos pd<p 
/ dz =cos&dr — r sin 8d8 

Durch Auflösen des Gleichungssystems ß ergeben sich dann 

8r = sin 8 cos® / ^ = C0ä ±™sjP I = <P 
1 Ä/ “ " 1 dx r sin8 

1 dp cos g> 

dy rsiu8 

'fe=o 

dz 



dx 



0 ^* 

— =sin8sin<jP 



dr 

dz 



= C088 



Bildet man nun zunächst 
dU dü dr , dU 



dx 



dr dx 

8 U . . 
——sin 8 
8r 



dx 


r 


88 


cos^sio q) 


dy ~ 


r 


88 _ 


— sin 8 


dz ~ 


r 


88 


dU dp 


dx ^ 


dp dx 


dU cos8cosqr> , 


88 


r T 



dp rsin8 
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aZ 7 _ QU 8r 8 Z 7 88 8*7 8y 

dy 9 r 8^ + 88 dy + 89) 8y 

8 17 . a . , 8 * 7 cos 8 siny . 8*7 cos y _ 

8r y 88 r 8y rsin8 



8*7 8*7 8 r . 8*7 88 



8* 



dr 8z 



= -|^cos8 + 

8r 1 88 



88 a^ 

8 * 7 — sin 8 

r 



8 U dy 

dy de 

= A 



so erhält man durch nochmalige Differentiation nach resp. x , y, z 

d 2 *7 8A . „ . 8Aeos8cosy , aA — sinm 

— sin 8 cos <r4- ^ + . — J 

y 88 r aa> rsm8 



&x* 8r 



8 2 *7 • 14 a 1 8 2 *7cos 2 ycos 2 8 , 8 2 *7 sin 2 y 

= ^äSin> 8 cos»(jp+ ^ ^ 



+ 

+ 



8r 2 t ■ ga a r a 8y a r>sin J 8 

8 a *7 2sin8cos8cos 2 y 8 a *7 2sinycosy 8 2 *7 2sinycosycos8 

8r88 r 8r8y r ~ 888y r%in8 

8 *7 cos ! * 8 cos ;i y 4 ~sin 2 y 8 U 2 sin 2 8 cos 8 cos 2 y — c os 8 sin 2 y 

Ür r 88 r 2 sin8 



8*7 2 sin y co s y 
8y r 2 sin 2 8 



8**7 8A . a . , 8Acos8siny 

— -r— sin 8 sin y 4- + • 

dr # 7 ' 88 r 



dy 



8A cosy 
8y r sin 8 



8 a *7 . u . . , 8 a * 7 cos 2 8 sin 2 y . 8 2 *7 

-5?”“ 



cos 2 y 



+ 



8 a *7 28in8cos8sin 2 y . 8 2 *7 2sinycosy , 8 2 *7 2sinycosycos8 
8r88 r ' 8r8y r ' 8 88y r 2 sin8 

8*7 cos 2 8sin 2 y + cos 2 y _ 8*7 2sin 2 8co s8sin 2 y 8 * 7 2 siDycosy 



8r 



8**7 8 A a , aA 

^ = "8T C0S ^ 4 



-sin 8 



8z a 



a a *7 



8r 2 cosa ^+ ga- 2 
8*7 sin 2 8 



88 r 
8 a *7 sin 2 8 



88 r^in^ 

+ 0 

8 2 I 7 2sin8cos8 



dy r 2 sin 2 8 



+ 



r 2 8r88 
8*7 2sin8cos8 



8r f ' 8# r 

Durch Addition dieser drei Ausdrücke erhält man die gewünschte 
Belatioo 
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JU— 



, 0r 

r 3 0r 



V 9# 

r 3 sin#0# 



■ 0 



oder mit r 3 multipliziert 

( 19 ) r 2 JU= 

9r 






1 



0 3 I7 



r 3 sin 3 # 9y 3 



4. _!_»!? 

sin #9# sin 3 # 0<jp a 



/ 



Transformation von 
Um den Ausdruck 



[° 



„ 9 17 , i QÜ , „ 

« — + o-5nr+ c 



9a 



QÜ , ^QÜ 

»5- +s -»r 

»v 

de 



■•¥] 



06 



wobei man ja an Stelle von a, 6, c auch y, z schreiben kann, auf 
Polarkoordinaten zu transformieren, kann man denselben Weg einschla- 
gen wie vorher bei der Transformation von JU. Das Resultat dieser 
Transformation lautet 



QU , h QU , 

+ ®ns ir + c 



Qa 



Qb 



QU 

Qc 



r 



QU 

Qr 



Die Gleichungen (13) und (18) gehen also durch die Transformation 
auf Polarkoordinaten über in (19) und 



x a t7 



4 

= T enr 



QU 

Qr 



oder da diese Gleichung für die Oberfläche gilt, wo r = 31 



( 20 ) 




QU 

Qr 



Verfährt man nun mit der Funktion U ebenso wie vorher mit der 
Funktion F und macht die Zerlegung 

(21) U=BW 

wo B nur von r, W dagegen nur von # und (p abhängen soll, so geht 
Gleichung (19) Uber in 
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oder mit R. W dividiert 



8 ( sin *'tär) 1 8 2 F 

sin ^8^ ' sin 2 # öy 2 



(22) r 1 d ( r>d f )~i rij 9 ( 8in ^^ ) 1 9 a TT?1 

L-B dr J - ' |_1F( sin #d# ' sin 2 # 9y 2 )J 

Hier lässt sich nun ebenso wie bei Gleichung (14) schliessen, dass 
jeder der eingeklammerten Bestandteile einer Konstanten und zwar ent- 
gegengesetzt gleich sein muss, so dass also zunächst 




oder mit R multipliziert 




Fahrt man die Differentiation auf der linken Seite aus, so erhält man 



d*R 



dB 



dr 2 



+- 2r = aR 
dr 



Der Bau dieser Gleichung, welche in Bezug auf r vollständig von 
gleicher Dimension ist, fahrt darauf der Gleichung durch eine Potenz 
von r zu genügen. Setzt man deshalb 



R = r n 



so geht der Ausdruck 




über in 



n{n + l)r n 

mithin Gleichung (23) in 

n(n + l)r” = ar n 

woraus sich für n die Bestimmungsgleichung ergibt 

n(»+ 1) = a 
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Diese Gleichung in n hat aber die beiden Wurzeln 
n und — (n + 1 ) 

Gleichung (23) hat also die partikulären Lösungen 

Bi = Ar n 

B 3 = Br~ in + 1) 

wo A und B zwei von r unabhängige Grössen bezeichnen, so dass also 
eine allgemeine Lösung die Form annähme 

R = Ar n -+■ Br~ (n + 1) 

Die zweite dieser partikularen Lösungen wird indessen für r = 0 
unendlich gross, und würde deshalb einer notwendig vorauszusetzenden 
Stetigkeit widersprechen. Es kann daher nur die erste der beiden 
Lösungen 

(24) B = Ar n 

im Weiteren in Betracht kommen. Substituiert man die Zerlegung ( 21 ) 
auch in Gleichung ( 20 ) so erhält man 

3 ar 

oder mit TP dividiert 

(25) *’*=-§ 

und hierin für R seinen Wert aus (24) eingesetzt 

x a Ar n = g ertAyinr n ~ 1 
oder, da diese Gleichung für die Oberfläche gilt, 
x a .49l" = tn n A 9t n 

oder mit .491" dividiert 

x a = - 5 - enti 
6 

*= 2 v /if» 



also 
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Hierbei ist noch za bemerken, dass n eine ganze Zahl sein muss, 
da sonst von einem bestimmten Differentialquotienten an alte folgenden 
einen negativen Exponent erhalten und somit für r — 0 unendlich wor- 
den. Aus dem Werte für x ergibt sich dann mit Hülfe der Gleichung 
(16) die Schwingungszeit 

(26) Tn= — = 

x " sn 



Mit Berücksichtigung der Gleichung (23) erhält man aus Gleichung 
(22) für die Funktion W folgende Differentialgleichung: 



«F + 



i ^sit 






sin #8# 



1 & 3 W 



sin 2 # Qcp 3 



= 0 



Setzt man hierin cos# — x und für a seinen Wert «(«-(- 1) so geht 
sie über in 



(27) «[«-*’>|?] 



1 



„>S+»(»+')H'=o 



dx 1 — x 3 dq> 3 

Diese Differentialgleichung führt auf das Gebiet der Kugelfunktionen. 
Denn jede Funktion, welche dieser Gleichung genügt, ist eiue Kugel- 
funktion n ter Ordnung, die nicht wie die einfachen Kugelfunktionen nur 
von einem Argument, sondern von zwei Argumenten, wie hier von # und 
q> resp. x und cp, abhängt. 

Um eine weitere Integration der Differentialgleichung (27) herbei- 
zuführen, zerlegt man diese Funktion W, ähnlich wie vorher F und Z7, 
in das Produkt von zwei neuen Funktionen, indem man setzt 

(28) W= O • X 

worin O wieder nur von cp und X nur von x abhängen soll. 

Durch diese neue Substitution geht Gleichung (27) über in 

dX' 

1 „d 3 Q 

1 — x 3 



A'-*A~\ 



dx 

oder mit OX dividiert 

d 



»• J ^ dcp 3 



+ w(m + 1)(DZ=0 



l 



b-A] 



dx 
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Wiederum wie bei den Gleichungen (14) und (24) lässt sich hier 
schliessen, dass, da 0 nur von <p und X nur von x abhängt, jeder Teil 
von (29) einer Konstanten entgegengesetzt gleich sein muss, also 



oder 

(30) 



1 dH P 

0 dtp 3 



— m 3 



d 3 0 

dtp 7 



= — m 3 0 



Diese Differentialgleichung hat die partikulären Lösungen 



Ch. = cos m<p 
03 — sin m<p 

woraus sich dann die allgemeine Lösung ergibt 



(31) 



0 = ilfcosmqp-t- .Wsinmqp 



worin m der Bedingung der Stetigkeit zu Folge, notwendig eine ganze 
Zahl sein muss. Die aus Gleichung (29) für X resultierende Differential- 



gleichung lautet, wenn man an Stelle von 
stante — m 3 setzt 



1 dH P 

0 dtp 3 



die eingeführte Kon- 




Substituiert man hierin für X noch den Ausdruck 



(33) %=\ / ' l—x 3 ™ X n m 

so geht diese Gleichung über in 

(34)(l-^^_2(m+ 1)*-^- + } («+ 1)«-(»»+ 1)»|-C = 0 

Lässt man hierin m = 0 werden, so verwandelt sie sich, wenn man 
für das Zeichen I^(x) wählt, in 

(3ö) (!_*’) ~ 2* + n(» + 1) P» = 0 

Diese Gleichung ist aber die Differentialgleichung der einfacher 
Kugelfuuktion 
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1.3.5 

1.2.3 






«(»—!) — n — 2 
2(2n — 1)* 



n(w— !)(»— 2)(n— 3) n — 4 
r 2.4(2n — 1)(2« — 3) 



Differentiert man Gleichung (35) m mal hintereinander nach x, so 
gelangt man wieder zu der Gleichung (34), so dass also 



(36) 



Xl = 



d m P\x) 



ix 



\ 



Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass 

m < n 

sein muss, was sich aus folgender Betrachtung ergibt. Ersetzt man in 
Gleichung (34) 

dX . . dX „ 

ix durch (Hx 1 ) 2x 

g durch ^4^ + 2^.(l_^) 
so geht sie aber in die Form 

+ -|-^m(«+ 1)— m(»n+l)^X=0 



x J 



Diese Gleichung stimmt aber aberein mit der Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Reihe für x 1 . Sie hat also die beiden partiku- 
lären Ldsungen 



Xi = F(a, ß, y, x a ) 

Xi-x 1 ~ r F(a— y+l, ß—Y+l, 2 —y, x J ) 



oder fflr a, ß, y die sich durch Vergleichung 
setzt 



x,=r(5=-” 

X,=xF( m = 



»n-|-«+l 1 

’ 2 ’ "2 

w+1 m+M+2 

2 * 2 



ergebenden Werte einge- 




\ 

i 
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Diese beiden Lösungen sind jedoch im allgemeinen unendliche Reihen 
und werden für x=l selbst unendlich gross. Da aber die Integrale 
Xi und Xi der Differentialgleichung (34) auf der ganzen Kugelfläche 
stetig sein sollen, so müssen ihre Reihenentwicklungen abbrechen. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung, dass die hypergeometrische 
Reihe 

F(a, ß, y, x 3 ) 



abbreche und eine ganze rationale Funktion werde, ist nun die, dass a 
oder ß negative ganze Zahlen seien. Damit also Xi und Xa solche Funk- 
tionen darstellen, muss einerseits 

m = n mod 2 und m < n 

und andererseits 

m = n + 1 mod 2 und m < n — 1 

§ein, womit dann gezeigt ist, dass in der That m < n sein muss. 

Eine vollständige Lösung von (34) wird daher die Form haben 



(37) 



X= 2 V' 1 1 — x 3 XÜ 

0, n 



wo AÜ^ eine Konstante bezeichnet. 

Setzt man sich nun die ursprüngliche Funktion F wieder rückwärts 
aus den einzelnen Lösungen zusammen, so ergibt sich 



F=t BOX 



oder die einzelnen Werte eingesetzt 



F 1 =2 ^ilcos- 7 ^+ £ sin Ar n {M cos mq>-\-N sin my) 

Berücksichtigt man, dass A und B (pag. 5) auch noch Funktionen 
U enthalten können, so lässt sich F n (mit Unterdrückung der Kon- 
stanten A und A!^, was nur eine andere Definition der übrigen Kon- 
stanten nach sich ziehen würde) auch auf die Form bringen 



(38) F* = 2 3C cos mq> -f sin mq> j cos ^jr- 
+ cos m<p + $>” sin mq> j sin r'V ' l —x^X'" J 
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Um hieraus eine allgemeine Lösung zu erhalten, hat man in Bezug 
auf n von 0 bis oo zu summieren, so dass diese die Form erhält 



(39) F= 2 I* 

0,oo 

Dividiert man die rechte Seite von (39) noch durch 9t n , so nimmt 
die Funktion F an ddr Oberfläche der Flüssigkeit folgenden Wert an: 



(40) F—2 xfftä^cosmy + ^sinfnflpicos-^- 

O.ooo.nLv ) - £n 

+ 1®“ coaitup + 5D” sin »tgpjsin V'l — 



i 3. Bestimmung der Integrationskonstanten. 

i Um die in der Funktion F auftretenden Konstanten zu bestimmen, 
muss man annebmen, dass zu einer bestimmten Zeit am vorteilhaftesten 
i zur Zeit t = 0, die Grössen £, rj, £ und ihre Ableitungen nach der Zeit 
an der Oberfläche der Flüssigkeit gegeben seien d. h. dass zur Zeit t = 0 
| die Oberfläche eine bestimmte Gestalt und die Teilchen derselben eine be- 
| stimmte Geschwindigkeit haben. Für die Annahme t = 0 geht Gleichung 
'■ (40) Ober in 

(41) F— 2 2 (3l” cosmy -f 39” sintn^p) V'l — X" 

0 ,oo o,n 

and hieraus folgt durch Differentiation nach t und nachher wieder t = 0 
gesetzt 

( 42 ) r 1, = -2 2 (<C cos ♦»<*>+©” sin mcp) ^ V'* 1— x£, 

L ot JO O.oo 0,» - Ln 

Nun war aber nach Gleichung (9) für die Oberfläche der Flüssigkeit 

*=_±a,r(«g + a, + 0 

Bithm 

— T S7I ( a ^ + fo? , + c O 

lobei der Accent die Differentiation nach der Zeit andeuten soll. 

Um also die Funktion F völlig zu bestimmen, hat man nur anzu- 
ttehmeDy dass zur Zeit <= 0 die beiden Grössen 
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I "1“ % "t" | 

1 <+Vo+<» I 

als willkürliche aber bekannte Funktionen von x und <p gegeben seien, 
da ja für die Oberfläche r — 91, also konstant wird. Man hat somit zur 
Bestimmung von F die beiden Gleichungen 

(43) £ F ],= ! 2 p3C cosmy + ©“storny j^l— x*" 

<«{ 1 0 * “ ■ -*■ + : ® : Bi " ’ mr l ü x"" ] 

=fi(x,q>) 

Gleichung (43) liefert die Konstanten 3l” und 33„ und Gleichung 

(44) die Konstanten (§,” und $)“. 

Um diese Konstanten zu bestimmen ist es erforderlich, die beiden 
willkürlichen Funktionen f\ (ar, cp) und ß{x,g>) in Reihen zu entwickeln, 
die nach Kugelfunktionen fortschreiten. 

Entwicklung einer willkürlichen Funktion *) zweier Variablen 
nach Kugelfunktionen. 

Bezeichnet man mit R , cp oder (cos # = x gesetzt) mit B, x, <p 

die Polarkoordinaten eines veränderlichen Punktes, so wird jede Glei- 
chung von der Form 

R= F(x,q>) 

eine bestimmte Fläche darstellen. Setzt man daher speciell 

-R = 9f t(l + «/(*,<*>)) 

wo 91 eine positive Konstante, a eine unendlich kleine Grösse und f{x, cp) 
eine willkürliche aber stets endlich bleibende Funktion der Variablen x 
und cp bezeichnen mag, so wird offenbar die letzte Gleichung eine Fläche 
darstellen, die nur unendlich wenig von der mit 91 um den Koordinaten- 
anfangspunkt beschriebenen Kugeloberfläche abweicht Eine derartige 
Fläche führt den Namen Laplace’sches Sphäroid (pag. 3). 

Die Entwicklung einer willkürlichen Funktion /(«, cp) nach Kugel- 
funktionen lässt sich mit Hülfe des Laplace'schen Satzes über das 
homogene Sphäroid einfach durchführen, weshalb dieser Satz zunächst 
hier vorausgeschickt werden soll. 



*) Diese Entwicklung wurde entnommen ans Neu mann: „Vorlesungen Über die 
Theorie des Potentials nnd der Kngelfonktionen.* 



Es sei O das Zentrum des Sphäroids und zugleich Anfangspunkt 
des zu Grunde gelegten Polarkoordinatensystems. Ferner sei die Gerade 
OP (Fig. II.) irgend eine von 0 ausgehende feste Gerade, welche die 
Oberfläche des Sphäroids in 8 schneide. Um nun das Potential des 
Sphäroids auf einen Punkt P', der auf der Geraden OP verschiebbar 
ist, zu berechnen, konstruiere man ausser der um 0 mit dem Radius 91 
beschriebenen Kugelfläche noch eine zweite Kugelfläche mit demselben 
Radius, die aber durch S geht und deren Mittelpunkt' auf OP liegt. 
Da nun das Sphäroid nur unendlich wenig von der ersten Kugel K ab- 
weicht, und diese wiederum durch eine unendlich kleine Verschiebung in 
die Kugel K' übergeführt werden kann, so wird das Sphäroid auch nur 
unendlich wenig von dieser zweiten Kugel abweichen. Fasst man nun 
den längs OP verschiebbaren Punkt P 1 ins Auge, so wird das Potential 
des Sphäroids auf diesen Punkt den Wert haben 



M 






dilti 

e 



Hierbei soll — das Potential der Kugel K' (diese mit homogener 
Q 

Masse erfüllt gedacht) bezeichnen, so dass also 



und q=0'P 

O 

Ausserdem sollen dm a und drm diejenigen unendlich kleinen Massen- 
elemente bezeichnen, die noch der Hülfskugel K' binzugefügt resp. weg- 
genommen werden müssen, um sie in das Sphäroid zu verwandeln. Die 
Grösse e bezeichnet den jedesmaligen Abstand eines solchen Massen- 
elementes von dem betrachteten Punkte P. Bezeichnet man kurzweg 
mit dm den Inbegriff aller dm a und dm;, so kann man das Potential 
auch in der Form schreiben 




oder für e seinen Wert 



eingesetzt 



e — — 29tecost/> 

'-£+2 * 



Q ■ 2diQCOSip 

Differentiert man diese Gleichung nach ?, so ergibt sich 



8V M ^ (e— 3t cos t/Q dm ^ 

!><r 7 a _ 2 Stycosip* 

2 
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oder da q and r — OP nur um eine konstante Strecke von einander 
verschieden sind, auch 



&7_ M (e— 9t cos <p) dm 

~dr~ ~ 29tecosi/> 

Lässt man nun den Punkt P auf OP nach 8 rücken, also p in 9t 

gy 

abergehen, so gehen die Ausdrücke für 7 und -r— - über in 



87 

dr 



r-K±. 

~ «R + st 

__M 1_^ 

— 9t J 29t J 



dm 

2 — 2 C08t/> 
dm 

V* 2 — 2 cos xp 



wobei wieder der horizontale Strich den Wert für die Oberfläche an- 
deuten soll. Multipliziert man die erste dieser beiden Gleichungen mit 
1 und die zweite mit 2 91 und addiert sie, so erhält man 



T + 2 *|r=-|=— 



Diese Gleichung repräsentiert den Laplace’scben Satz und besagt 
folgendes: Wenn ein von der Fläche 

B = 9t(l + «/(*, ?)) 

begrenztes homogenes Sphäroid von der konstanten Dichtigkeit d gegeben 
ist, so gilt die Relayon 



7 + 29t ^=--J-«*d9t a 
87 

wo unter 7 und — — diejenigen Werte zu verstehen sind, welche 7 

q y 

und annehmen, sobald der betreffende Punkt auf irgend einer Ober- 
.flächenstelle des Sphäroids liegt. 



Um nun wieder auf die vorliegende Aufgabe der Entwicklung einer 
willkarlichen Funktion nach Kugelfunktionen zurOckzukommen, lege man 
wieder um das Zentrum eines Sphäroids, das zugleich Koordinatenanfangs- 
punkt sein soll, eine Kugel mit dem Radius 9t, die nur unendlich wenig 
von dem Sphäroid verschieden ist. Durch eine analoge Betrachtung, wie 
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vorher, erhält man für das Potential des Sphäroids auf einen äusseren 
Punkt P mit den Koordinaten r, x, g> 

7=— 



Denkt man sich nun auf der Oberfläche der mit 31 beschriebenen 
Kugel (Fig. 3) ein Oberflächenelement dO = Wdgdp herausgeschnitten 
und von 0 aus einen Elementarkegel nach der Peripherie dieses Elementes 
hingelegt, so wird dieser entweder ein Masseoelement dm a oder dm aus- 
schneiden, dessen Basis aber beide Male ffldgdp sein wird. Die Höhe 
dagegen ergibt sich aus den beiden Gleichungen 



91(1 + «Mp))- 91= 91 af&p) 
91-31(1 + o/(|, p))=-KaMp) 

so dass also 

dm a = dffldgdp.'tR af(g,p) 
dmi = — Ö 3l J d § dp . 31 af(g,p) 

oder allgemein 

dm -6 Wf(g,p)dgdp 



Setzt man diesen Wert von dm in die Gleichung für V ein, so er* 
hält man 



V— ^-M«3 vf J f&rW** 
-1 0 



indem die Summation in eine Integration über die ganze Kugeloberfläche 
abergeht. Die Grösse e bezeichnet den Abstand des Punktes P von dem 
betrachteten Massenelement (dg, dp). Nun besteht aber für den rezi- 
proken Wert der Entfernung zweier Raumpunkte die Relation 



1 = 1 — 
e o,oo r n + 1 



P" (cosy) 






wobei y den Winkel zwischen OP = r und Odm — 31 bezeichnet und 
(cos y) eine Kugelfunktion dieses Argumentes. Durch Substitution 

dieses Wertes von 1 gebt das Potential V über in 

e 



7 = 




1 

» + l 
r ^ 



Zn 



2 * 
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and hieraus ergibt sich durch Differentiation 



QV_ M 
dr r 3 



a 



1 

r n + 2 



Zn 



worin Zn die Bedeutung hat 

+ 12 * 

Zn=dfü n + 3 J J P” (cosy)/(£,jO d %dp 
—1 0 

Lässt man jetzt den Punkt P auf das Sphäroid also nach P' fallen, 
so geht r über in 3t (1 +af(x, <p)) und man erhält mit Vernachlässi- 
gung der zweiten Potenz von o 

M(l- a/(x, y l) 1 z. 

v ~ 3t Äl3t n + 1 

©7_ M(\-2af ix,<p)) 

“ÖF -- 3t a ^3ft n + 2 



Multipliziert man die erste dieser beiden Gleichungen mit 1 and 
die zweite mit 23t und addiert sie, so ergibt sich 



V+ 2 3t 



9 V __ M _ 3 o Mf(x,q>) 
~$F ~ r 3t 



a 



2 2m+ 1 

3t n + l 



Zn 



oder mit Hülfe des Laplace’schen Satzes 

3 J 3t 3t ^1 <n n + 1 

und für Jtf seinen Wert eingesetzt 

Schreibt man diese Gleichung in der einfacheren Form 

Ax,<p)=2 r a >P ) 

0,oo 

so hat das allgemeine Glied den Wert 

~ 4 itht +aZn 
+ 1 2 * 

=- 4 -t‘ / f P'^miDdHr 

-1 0 
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l ' - ' 

Bezeichnet man nun mit y (Fig. 4) den Winkel der beiden Rich- 
tungen (x,cp) und (i,p), so ist 

cosy = x£ — V^l — x 1 l — | a cos(qp — p) 

Die Kugelfunktion P n (cos y) ist daher in Bezug auf x und f syme- 
trisch und darstellbar in der Reihe 

P" (COS y) = 2 a n m ^ Y-x™ V* Y-f' P n m (x) P” (|) cos m (cp - p) 

0,n 

Entwickelt man cosw(qp — p) nach der Formel 

cos m (cp — p) = cos m cp cos mp + sin m cp sin mp 
so kann man auch schreiben 

P* (cos y) = 2 a” V* 1 — x 1 V 1 — £ 2 P” (x) P^ (§) cos »» 2 ) cos m cp 

0,n 

-f .2 a” V* 1 — x 1 P" i — £ 2 ”' P£, (#) Pj), (|) sin ?»p sin m cp 

0,n 

Setzt man diesen Wert von P" (cosy) in die Entwicklung von f(x,cp) 
ein, so erhält man das endgültige Resultat 

+ 1 2 * 

—l o 

f(^,p) cos m cp cos w» 2 > d £ dp 

+ 5 3 2 "+‘J 

0,00 0,n *■'*' ^ 

— 1 0 

/(|,p)sin »»qpsin mp di dp 

oder die in Bezug auf die Integrationsvariablen konstanten Grössen vor 
das Integralzeichen herausgezogen 

f(x, cp) = ^2^ «m ^ 1 — Pm («) COS m <P J J 

— 1 0 



f(x,<p)= Z *%+ 

0,00 O.n * 7L 



Kr= |’ m C (|) COS mpf(lp)didp 
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worin 



n 

+ 2 

0,oo 0,n 



™ 2« + 1 
2 4 n 






+ 12 x 

Kx (aOsinmy J J 

-1 0 



V ' i — |a m J* (I) sin mpf(£,p)d£dp 



n _ J T(w — m) 

° m iT(« + »>) 



Wendet man das soeben erhaltene Resultat aaf die beiden Glei- 
chungen (43) und (44) an, so ergeben sich unmittelbar durch Verglei- 
chung, da (x) und Z” nur verschiedene Bezeichnungen für ein und 
dieselbe Funktion sind, wenn man fi (x, q>) und fi (x, <jp) in der darge- 
stellten Weise nach Eugelfunktionen entwickelt, die Konstanten 

7 *»)« «» c®«* 

~i o 

= / / ^ > 8 » n ”»!> -C 

— 1 0 

« =2 Tr 77 -^ (f.?)co»™ r x;<j)^<i P 

-1 0 

if(^) / / ^ <£ j>) sinm^Z^Ddfdj, 

i n ' 



4. Darstellung der unendlich kleinen Verschiebungen 

I j? £ selbst. 

Um die Grössen £ i? £ selbst zu erhalten, muss man von den Diffe- 
rentialgleichungen (3) ausgehen, nach welchen 
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d a § 


dF 


dt 1 ~ 


da 


d 1 ^ _ 


dF 


dt 3 


db 


d a i 


dF 


dt 3 ~ 


de 



war. Integriert man dieses System von Differentialgleichungen einmal 
nach t, so erhftlt man 



di 

dt 




dl 

dt 

di 

dt 




wobei Ci Ch Ck in Bezug auf t konstant, sonst aber noch recht wohl von 
a, b, c resp. r & q> abhängen können. Eine zweite Integration nach t 
würde ergeben 



5= //-sr ,8 ’ +0 ' +Ä 

(=ff 

wo wiederum K\ Ki Ks unabhängig von t sind, wohl aber von den 
räumlichen Koordinaten abhängen können. Das Zeichen dt 3 soll an- 
deuten, dass hier keine Doppelintegrale vorliegen, sondern eine zwei- 
malige Integration nach t ausgeführt werden soll. Führt man diese zwei- 
malige Integration von F nach t wirklich aus, so ergibt sich, wenn man 

® 1,1 o$ [iS 1 K a ” tos *' + r )' “ T!T 

+ ( ©H,C08my + 2>D 1 siimp^sin^Jl'’l — z*" J 

setzt, das Gleichungssystem 
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8 © 



Ci t -4" K\ 



J 8a 

■» = — fj + Ä 



£ = ■ 



8© 



8c 



Q t -|- £ 



Die einfache Betrachtung, dass die Schwingungen periodisch wieder- 
kehren, lehrt, dass die Grössen 

a=G=a = 0 



sein mfissen, da sonst £ rj £ mit der Zeit immer mehr wachsen worden. 
Es werden somit 



( 45 ) 




8© 

8« 

8© 

Öb 

8© 

8c 



f & 

4- 2Ta 



Hierbei müssen noch £ j? £ der Bedingung genügen 



a£ . 8i? 
8 a " r 86 



8£ 

8c 



- 0 . 



Hieraus folgt dann, dass auch 

* QK\ . dKi . qKs _ q 

dct Qb ' 8c 

sein muss, während im übrigen Ki Ki Ka ihrer Natur nach nicht be- 
stimmt werden können. 



5. Knote nlini en. 

Für die Knotenlinien d. b. für die Kurven deijenigen Punkte der 
Flüssigkeitsoberfläche, die bei den Schwingungen der Flüssigkeit in Ruhe 
bleiben, muss 

F n = 2 £ cos m qp + sin m qp^ cos 

+ ^ ©” cos m qp + sin mqp sin V' V—x*" A^J 
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immer gleich Noll sein, denn in diesen Linien ist ü, also die Normal- 
komponente der Geschwindigkeit, gleich Null. Man erhält diese Knoten- 
linien daher, wenn man ein Glied der Reihe in Bezug auf <, also einen 
Wert von x, beibehält. Die einfachsten Knotenlinien werden sich offenbar 
ans der Gleichung 

(46) ( cosmy + 33", sin V'T-^ X^ = 0 

ergeben. Hieraus folgt dann zunächst 

was sich wiederum in die beiden Gleichungen • 

« . . . . v^rr^ m = 0 



/»•••• K = o 

zerlegen lässt. Aus der Bedingungsgleichung a ergibt sich 

X — COS d- = + 1 

mithin für & die Werte 

d- = 0 oder = n 

d. b. die beiden Pole der Kugel stellen Knotenlinien dar, die sich auf 
einen Punkt reduzieren. Um die zweite Gleichung ß 

X"= 0 

m 

zu diskutieren, beachte man, dass 

_ ffw 

m ./ m 

dx 

worin P” (x) den auf pag. 13 angegebenen Wert besitzt. Betrachtet 
man deshalb zunächst die Gleichung 

P"(x) = 0 

so sind deren Wurzeln sämmtlich reell und kleiner als 1. Der Wert 1 
selbst gehört nicht dazu, da ja 



P"(l) = l 

Ist ferner x = xi einer Wurzel derselben, so ist auch x = — x\ 
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eine solche. Dass andererseits s&mmtliche Wurzeln von einander ver- 
schieden sind, folgt aus der Differentialgleichung 

d a P n dp n 

<•-*■> 1ET-* *■ TS- +"(»+ 1) ** o 

Denn wären mehrere, auch nur zwei, Wurzeln einander gleich, etwa 

= «, so würde nicht nur P" (x) sondern auch noch der erste Differen- 
tialquotient für x = c verschwinden, und zu Folge der Differentialglei- 
chung auch noch der zweite. Differentiert man nun die Differentialglei- 
chung «mal hintereinander nach x 



d* + 2 P n (a j) 

(1-**) — : , + - ä — -2(«+i)g 



dx 



d ,+1 P n C*) 

dx '~^ 1 



+ (« — «)(« + * + 1) 



d‘p n (x) 

dx' 



so würde hieraus folgeD, dass alle Differentialquotieuten von P" (x) für 
x = a verschwinden würden, also auch der n ,e , der doch eine von n ver- 
schiedene Konstante ist. Somit müssen also sämmtliche Wurzeln von 

-F* (x) von einander verschieden sein. Was aber für die Funktion P* (x) 
gilt, hat auch für jeden ihrer Differentialquotienten Gültigkeit, also 
auch für 

K=0 

so dass also sämmtliche Wurzeln x = cos# von X* = o reell und klei- 
ner als 1 sind, d. h. sämmtliche Winkel & haben der Gleichung zu ge- 
nügen 

0<&<7I 



Die Knotenlinien bestehen also aus einem System von Parallelkreisen 
(Fig. 5). • 

Um die andere Schaar der Knotenlinien zu erhalten, bat man offenbar 
den zweiten Faktor von Gleichung (46) gleich Null zu setzen, und erhält 

äCcosmq) + 83m sinmq» = 0 



Wie nun der vorige Ausdruck, der als Resultat die Parallelkreise 
ergab, unabhängig von q> war, so ist dieser wiederum unabhängig von 
9, d. h. eine zweite Schaar Knotenlinien (Fig. 6) wird von Meridianen 
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gebildet, deren einzelnen Abstände von einem bestimmten Nullmeridian, 
durch die Wurzeln der Transpendenten Gleichung 

2l£, cos m cp + sinmqi = 0 

gegeben werden. Hierin können 2C, 35^ und m selbst alle möglichenWerte 
annehmen, so dass Meridiane durch alle Punkte des Aequators entstehen 
können. 

In dem einfachsten Falle der vorliegenden Aufgabe ergeben sich also 
als Knotenlinien (Fig. 7) die Parallelkreise und Meridiane der Kngel- 
fläche, und bilden somit das bekannteste Einteilungsnetz derselben. 

Kompliziertere Knotenlinien. 

Die bisher betrachteten einfachen Knotenlinien ergaben sich dadurch, 
dass immer nur ein Glied der Reihe (40) beibehalten wurde. Kompli- 
ziertere Knotenlinien werden deshalb auftreten, wenn man mehrere Glie- 
der der Reihe beibehält, und zwar sollen hier speziell zwei Glieder bei- 
bebalten werden. Man kann alsdann noch folgende verhältnismässig ein- 
fache Gleichungen von Knotenlinien aufstellen 

1 . . . 2ti cosmi <p V” l^» ml X^ x + 2b cos l—x* mS X* % = 0 

2 . . . 2h 8in mi g> V'’ 1 — x 2 ' 1 * 1 X* x + 2b sin rmq>^ 1 — x 1 ” 19 X^ a =:0 

3 . . . 2tj cosfWi (jp V* ] — x 2 ”* 1 2b sin rm cp ^ 1 — x 2 ” 12 X^ = 0 

Diese drei Gleichungssysteme in denen mi und m von einander ver- 
schieden sein sollen, sonst aber ebenso wie n, das aber in ein und der- 
selben Gleichung immer dasselbe sein muss, beliebige Werte annehmen 
können, stellen ganz bestimmte Kurvenschaaren auf der Kugeloberfläche 
dar, die sich jedoch in dieser Allgemeinheit nicht wohl diskutieren lassen. 
Um also eine nähere Einsicht in diese Knotenlinienschaaren zu erhalten, 
ist es am geeignetsten spezielle und sehr einfache Annahmen über die 
in den Gleichungen auftretenden Grössen zu machen. Eine einfache An- 
nahme dieser Art ist die, dass man dem Quotient der beiden Konstanten 
9b und 2b den ebenfalls konstanten Wert a beilegt. Alsdann gehen die 
drei Gleichungen über in 

cos mt <p V* 1 — x 1 " 11 X* x 4- a cos tm cp ^ 1 — x 2 ™* X^ t =. 0 
sin »ii <p V* 1 — x 2 ”* 1 + a sin mi g> V" 1 — x 2 " 12 X ^ t =0 

cos tni cp V" 1 — x 2 ”* 1 + asin»»a q>^l — x 2 ”* s Z^ = 0 
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Diese drei Gleichungen reduzieren sich aber wesentlich auf neu 
zwei, indem man die erste und dritte Gleichung in eine zusammen fiuwen 
kann. Beachtet man nämlich, dass 




so wird die dritte Gleichung durch diese Substitution dieselbe Kurven- 
schaar ergeben wie die erste, nur alles um einen Winkel von 90° ge- 
dreht Man hat also nur die beiden Gleichungen 

cos m\ <p V' i — x* ml X ", -f a cos >m cp X " 4 V' 1 — ~x i1n% = 0 

sinimyV'' i — x 1 ™ 1 x", + a sin m cp X" 2 V'' l — x %mi = 0 

Geht man in dieser Betrachtung noch einen Schritt weiter und macht 
in der zweiten dieser Gleicbnng< n dieselbe Substitution, so kann man 
wiederum beide Gleichungen auf die erste von ihnen reduzieren. Die 
Gleichung 

cos wii <p yf* 1 — x 2 ™ 1 Xj), 4- a cos M»a <p V* l — x*™ 3 X^ s = 0 

wird nun verschiedene Schaaren von Knotenlinien ergeben, je nachdem 
man mi, mi und n verschiedene numerische Zahlenwerte beilegt In 
folgendem sollen nun die verhältnismässig einfachsten Fälle n = l and 
n = 2 betrachtet werden. 



I. Fall n sst 1. 

Unter der Annahme n = 1 kann man, da m nicht grösser als n 
sein darf und im und mi von einander verschieden sein sollen, nur den 
einen Fall 

wii = 0 tm = 1 



unterscheiden. Setzt man daher diese Werte für mj und ma ein und 
für P 1 (x) seinen Wert cos so geht die zu diskutierende Gleichung 
Ober in 

cos 4- acosgpsin# = 0 



Stellt man sich hieraus zunächst cp und & als explizite Funktionen 
von resp. # und cp dar, so erhält man 

ctg& 



cos cp -. 



tg& — • 



a 

1 

acos<jp 



/ 
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Stellt man nun andererseits mit Hfilfe dieser Relationen folgende 
Tabelle auf 



9 


cosgp 




tg» 


0 


1 


#0 


a 


71 

2 


0 


7 t 

2 


— 00 


71 


— 1 


180 — £0 




371 

2 


0 


; Ti 

1 ~ 2 ~ 


+00 



so ersieht mau hieraus, dass, während q> von 0° über — und n nach 

3 TT 

—5— geht, & von einem bestimmten Werte £0, der durch die Gleichung 

tg&o = gegeben ist, über und 180 — #0 wieder bis geht. 

Für q> = 2 . 7 t ist § wieder = &o. Die Kurve ist also, was auch zu er- 
warten war, eine geschlossene und berührt, da # nie <C&o und nie 
>180 — ^o die beiden Parallelkreise £ = und #=180 — >0. Für 

den Differentialquotienten ergibt sich der Wert 

d# 1_ sinq>cos a # asin<p 

dg> a cos 2 q> l + a a cos a 9 

dfr 

Es verschwindet daher für <p = 0 und <p = n. Die Kurve hat 

also in der That für <p = 0 und q> — n Maximal- oder Minimalpunkte. 
Der zweite Differentialquotient 

d a # _ a cos q> (1 + o a + a a sin a <p ) 
dq> i ~ ' (1 -f- a a cos a g>') a 



wird aber für <p = 0 negativ, für cp = n positiv, so dass also die Kurve 
in dem Punkte g> — 0 ein Maximum und in dem Punkte <p = n ein 
Minimum hat. Untersucht man weiterhin -die Kurve auf Wendepunkte, 
so ergibt sieb, dass die Bedingung hierfür nämlich 
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für qp = — und <p = — — erfüllt wird. Für diese Werte von g> hat 



aber # den Wert y-, so dass also die Kurve in den zwei Punkten, in 



denen sie den Aequator schneidet, zwei Wendepunkte aufweist. Ferner 

d ao. 

ergibt sich aus dem Werte von dass die Kurve fällt, so lange q> 

von 0 bis -y- und von bis geht, dagegen steigt, so lange <p von 
TC 3 7t 

y- über n bis -y— geht. Die Kurve hat also ungefähr den in Fig. 8 



angedeuteten Verlauf. In den Punkten P und P' hat sie ein Maximum 
resp. Minimum und in Q und Q' schneidet sie den Aequator and hat in 
diesen Punkten Inflexionspunkte. 

Betrachtet man nun a als variablen Parameter, so erhält man für 
jeden positiven oder negativen Wert von a eine derartige Kurve, also 
eine einfach unendliche Schaar von Kurven, die alle zwischen zwei für 
jede Kurve der Schaar bestimmten Parallelkreisen #o und 180— #o 
liegen und alle durch die nämlichen zwei Punkte des Aequators gehen, 
und diese Punkte zu Inflexionspunkten haben. 



n. Pall n = 2. 

Unter der Annahme n = 2 lassen sich mehrere Einzelfälle unter- 
scheiden, je nachdem man tm und im die Werte 0, 1, 2 zuerteilt. 

1) toi = 0 rm = 1. 

Setzt man für P* (cos#) seinen Wert 

P*(cos#) = y-(cos*#-y-) 

und m = 0 m == 1, so geht die zu betrachtende Qieichung über in 

-|-^C08*# ^ j + 3aCO8qD8in#CO8# = 0 

oder umgeformt 

2 — 3 sin 1 # + 6acosq>sin#co8# = 0 
oder mit cos*# dividiert und = 1 + tg % & gesetzt 
2 — ty*# + 6acosq>ty# = 0 
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Hieraus erhält man io expliziter Form 



cosy = 



fg 2 # — 2 
6atg& 



tg& = 3qcosy ± 1' /, 9a a cos J g>-|- 2 



Da die Quadratwurzel für reelle Werte von y als die Summe eines 
vollständigen Quadrates und einer positiven Zahlengrösse nie gleich Null 
werden kann, so erhält man für jeden Wert von y zwei Werte von # 
mittels der Gleichungen 

1 . . . . tg&i = 3qcosy + V / ’9q 2 cos 2 y-|-2 

2 ... . fg#j = 3qcosy — K’9a J cos J 94- 2 



Aus diesen Beziehungen geht daher hervor, dass die Kurve aus zwei 
getrennten Teilen bestehen wird. Ausserdem kann, wie sich aus (2) er- 

7% 

sehen lässt, # nie = 0, oder = n werden, da die rechte Seite von 

(2) nie gleich Null oder gleich unendlich werden kann. Die Kurve wird 
also weder durch einen Pol geben noch den Aequator schneiden. Jeder 
Zweig derselben wird zwischen zwei Parallelkreisen liegen und sie be- 
rühren. Um diese zu erhalten, hat man nur die Maxima resp. Minima 
der Kurve aufzusuchen. Diese ergeben sich aus der Gleichung 

d& 6q<g#sinycos 2 # 

cUp 6acosy — 2<g# 



Die Bedingung eines Maximums resp. Minimums 



6qig#sinyco8 2 # ^ 

6acosy — 2 <g# 

kann nach dem vorher Gesagten nur für y = 0 und y = n erfüllt wer- 

TC 

den, da # nie 0, n oder werden kann. Die Kurve hat also in den 

Punkten y = 0 und g> = n Maximal- resp. Minimalpunkte. In diesen 
Punkten sind die zugehörigen Werte von # bestimmt durch die Glei- 
chungen 



(^V=0 = 3a + V^9a 2 -l-2 
(tg = 0 = 3 q — 9a 2 -f 2 
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(tgd i)f,=* = — 3 a + ^9ä*^f2 

ttgS*) 9 =x—— 3a -- V'" 9 a s + 2 

Schon hieraus lässt sich erkennen, dass die beiden Teile der Karre 
symmetrisch in Bezug auf den Mittelpunkt der Kugel liegen, d. h. ein 
Durchmesser von einem Punkte des einen Teiles trifft den entsprechenden 

Punkt des anderen Teiles der Kurve. Es ist nämlich (tgfh) 9 —o gleich 

und entgegengesetzt {tgxh) f= . x . Dasselbe gilt von (tgfh^ — o und 

{tg&i p — x- Um nun den Verlauf der Kurve etwas genauer ins Auge 
zu fassen, gehe man von dem Werte cp = 0 aus. Für diesen Wert von 
g> haben tgdi und tgdi die oben angegebenen Werte. Es ist also in 
diesem Falle ein Wert von d positiv, der andere negativ, da V' 1 9a J +2 
>3 a ist. Es wird also ein Punkt über und einer unter dem Aequator 
auf dem Nullmeridian liegen, und zwar der erstere näher am Aequator 
als der letztere, was man leicht aus den Werten der beiden Tangenten 

TC 

folgern kann. Lässt man nun cp von 0 bis 2 zunehmen, so nehmen di 
und di bis zu einem bestimmten Werte #'i und d'i ab, die den Werten 

tgd’ ,=1^2" 
tgd'i — —V'Y 



entsprechen. Lässt man nun cp weiter zunehmen bis n, so nehmen di 
und di immer weiter ab und erreichen für cp = n ihre kleinsten Werte 
d" i und d " 3 

tgd i == — 9a a + 2 

tgd" a = — 3 a— K9a J +~2 

Die beiden Teile der Kurve haben also für cp = 0 und q> = n ein 
Minimum resp. Maximum. Der weitere Verlauf von <p = n bis qp = 2* 
ist analog dem ersteren von q> = 0 bis <p — n. Für einen Wert von f 
ist immer di des einen Kurventeiles gleich und entgegengesetzt den 
Werte von di des anderen Teiles für (cp + n )> so dass in der That di« 
Kurven, wie vorher ausgesprochen, symmetrisch in Bezug auf den Mittel 
punkt der Kugel liegen. 

Bildet man nun den zweiten Differentialquotienten 
sich hierfür der Wert 



<Pd 



dcp 



* ’ 



so 



ergib) 
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